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|. Definiciones basicas

DEF: Los niUmeros complejos 7z se definen como pares ordenados z = (x, )
de numeros reales x e y con operacion de suma y producto.

(0,y) — Imaginarios puros  Im(z) =y

(x,0) — Reales puros Re(z) = x

DEF: Sean dos niimeros complejos z;, 2,, entonces z; = z, si y solo si Se lee: La parte real de z; es
igual a la parte real de z,...
(1) = (X, ¥7) lo mismo para la parte

imaginaria

DEF: Suma de dos numeros complejos z;, Z,
g+ 2=+ X0, +32)
e.g.: (x,0) + (0,y) = (x,y)
DEF: Producto dos numeros complejos z;, 2,

21 2 = (XX — Y1, YiXp + X1 )0) En la practica, esta notacion

es confusa Oor eso Nno se
e.g:(0,1) + (.0) = (0,) hi
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|. Definiciones basicas

OBS: Suma y producto solamente con la parte real
(xlao) + (XZ,O) = (xl + X2,0)
(x1,0) - (x2,0) = (x1x,,0)

COR: El sistema de los nimeros complejos es una extension de los numeros
reales

DEF: Forma rectangular o binomial 1
Esta es la notacion que se

7=, y)=x+1iy utiliza habitualmente, junto a la

. , notacion polar (o exponencial)
Utilizando la operacion del producto:

i =(0,1)(0,1) = (—1,0)

Posiblemente este sea una de las relaciones mas importantes de la historia de En ingenieria eléctrica y

las matematicas: electromagnetismo en general,

se utiliza la letra j, para

distinguir a la corriente
eléctrica i(t)
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2. Propiedades algebraicas

PROP: Propiedad conmutativa
U+ =20+
=27
PROP: Propiedad asociativa

1+ +u=7+ (2 +3) /Qué suma “de cabeza” es

mas sencilla, 27+7 o 20+147
(21°22) 3=21 (2o %)

PROP: Propiedad distributiva
<4 (Z2 + Z3) = 313 + <133

PROP: Elementos neutros suma y producto :
Esto parece obvio, que luego

* Elemento neutro de la suma: 0 = (0,0),de modo que z+0 = no se os olvide

* Elemento neutro del producto: 1 = (1,0),de modoquez:-1 =7z

eg.(x+iy)+u+ivy=x+y=>u=0&v=0
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2. Propiedades algebraicas

DEF: Inverso de la suma. Cada numero complejo z = (x, )
le corresponde un —z = (—x, — ), tal que:

==z +(2)

DEF: Inverso del producto,z-z7' =1
x,y) - (u,v) =1

"=, v)=u+iv

Obtencion de 7~
Lo escribimos en forma rectangular y, utilizando las propiedades...

x+iyu+ivy=xu+ixv+iyu—Iw=xu—yv+ixv+yu) =1+i0

xu—yv =1 X —y
>u= &v =
yu+xv =0 x2 4+ y? x2 4+ y?

COR: Si 7,7, = 0, entonces algiun z;, = 0
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2. Propiedades algebraicas

DEF: Division de niumeros complejos

9 _
— =22, I(,con: 2, #0)
2
Lo (A%t i T N ¢Me aprendo esto de
) x3 +y3 X3 +y3 memoria? No. Hay dos formas

mucho mas sencillas, las
veremos mas adelante

PROPs:

<1 <1>
I._:ZI' —
) )

2. (212)z7'5 D) = @ Nz H =1

-1 _ -1,-1
3. (2122) =71 4
I+ 2 {4 ¥g)

—_— + —_—

3 <3 <3
<132 4 2
3334 i3 24
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3. Interpretacion geomeétrica

DEF: Plano de Argand,
también llamado plano complejo
o plano z. Es la representacion
geomeétrica de los numeros
complejos, estableciendo la
parte real y la parte imaginaria
como dos ejes perpendiculares.

OBS: El concepto de plano de
Argand permite la interpretacion
geomeétrica de los numeros
complejos.

OBS: Una imagen vale mas que
mil palabras.
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¢ Quién fue Jean Robert
Argand? Se trata de una
historia muy interesante.
https://mathshistory.st-
andrews.ac.uk/Biographies/
Argand/
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3. Interpretacion geomeétrica

OBS: Cada par parte real, parte imaginaria, se representa como un '

segmento orientado

0,0) > (x,y) y
DEF: Modulo, proximidad al origen (0,0)

|zl = r =4/x* +?

e.g.:

« | =342i|=1/9+2=4/10

e |1+4i| =1/1+16 =4/17

Cuestion I:

* |z— 1+ 3i| =2, donde 7 son los numeros complejos que
cumplan esa igualdad. ;Qué lugar geométrico forman dichos z? Se
trata de la circunferencia de centro z, = (1, — 3) y radio R = 2. —y

* ;Y qué sucede si planteamos |z — 1 + 3i| < 2?
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3. Interpretacion geomeétrica

. =X+1
DEF: Conjugado. Sea un numero complejo z = x + iy, el VE--—---- L=ATLY
conjugado de zes Z = x — iy |
|
ry
OBS: Véase el dibujo |
|
¢ |
|
) : Re

OBS: En este curso preferimos utilizar otra notacion para evitar 0 /¢ X )
la confusidn con la notacion de vector Y, sobre todo, la de fasor. |
Asi: |
|
7 = z% r :
|
|
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4. Propiedades del modulo y de el conjugado

PROPs: A
e (g + ¥ =2 2 Y — I=X+1y
I
c (G- =zF -z |
COR: r i
+ * I
Re(z) = o |
2 ) | R
z—z¥ / i » Re
Im() = < O\ ¢ ¥
l
|
z-7%=|z|* |
r I
e.g.: pizarra |
|
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4. Propiedades del modulo y de el conjugado

PROPS: (del médulo)

;__O = - : =5 .x-‘
L |z + 2] =z 2] _
| |Z1 | Desigualdad triangular. Fuente: Variable
— | = con 7, * 0 Compleja y Aplicaciones. V. Churchill y Ward
%) %) Brown. 42 edicion.

3. Desigualdad triangular:
|21+ 22| < Mz + |2

DEM: (de |)

2 2 2 2
1212 |" = (22)(212)* = (@)(22) = |z 7| 1" = (I z1 [ 12, ]7)
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4. Propiedades del modulo y de el conjugado

DEM: Desigualdad triangular, |z, + 2,| < |zy| + | 20|
2
|Z1 + Z2| = (Zl + Zz)(zl + Zz)* == (Zl + Zz)(Z;k + Zik)

Efectuando la multiplicacion por el miembro de la derecha:

|2+ 2] = 212f + 212 +(2))* + 225 e e | x

No obstante: . . .
Desigualdad triangular. Fuente: Variable

Compleja y Aplicaciones. V. Churchill y Ward

% $\k % | —
2%, + (lez) =2 Re(leZ) <2 2%, | = 2|Z1 | |Z2| Brown. 42 edicion.

lo introducimos y aplicamos corolario:
2

2 2
|27+ 2" < |z |"+ 2|z | |zo| + | 25|

que también puede escribirse como:
2 2
|2+ 25| S(|Z1|+|Zz|)

Los mddulos nunca son negativos (recuerde la definicion), asi que
tomando raices cuadradas se verifica la desigualdad triangular.
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4. Propiedades del modulo y de el conjugado

DEF: Sean dos numeros complejos z; y 2,:
1 =X + lyl

i = xZ + ly2

Se define la distancia entre z; y z, como |z; — 2, |

|21 — 2| =\/(x1—x2)2+(y1—y2)2

OBS: Repase los conceptos de:
* Distancia Euclidea.

* Forma cuadratica sobre un espacio vectorial

* Norma de un espacio vectorial

Universidad
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4. Propiedades del modulo y de el conjugado

Cuestion 2: ;Qué forma geométrica tienen los
modulos “por si solos” en el Plano de Argand?
Dibuje los siguientes numeros complejos:

* |z]=C
|zl > C
- |z[ =1
- |z] <1
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5. Forma polar

Con esto vamos a dividir dos
numeros complejos, y también
vamos a hacer muchas mas
cosas muy interesantes

DEF: Sean 0 y r coordenadas polares del punto (x,y),z = x + iy, tal
que:

X =rcost

y =rsinf
Mucho cuidado con la
Entonces z = r (Cos 0 + isin 9) calculadora y la arco tangente,

hay que usarla “con cabeza”:
e.g.: La calculadora siempre da el
angulo mas préoximo a 0 o al

1 — i — /2 [cos(—z/4) + sin(—7/4)] i el
;,Qué sucede si xe yson
ambos negativos? que nos
dara un angulo del primer
9 = — s +2kmk=0,+1,+2... cuadrante y no del tercero.
iHay que sumarle 7!

y SrsSEys e s anegaiiyo?el g
tanf = = — 6 = arctan — calculadora nos proporciona
X X en el segundo cuadrante, no

r=|z|= x2+y

DEF: Valor principal @ = arg z es el Unico valor entre —7 < 0 <« en el cuarto...
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La calculadora, mejor en radianes... Lo ideal (para toda la vida):

* Aprendan a trabajar en radianes y en grados indistintamente
Para hacer calculos, mejor en radiantes
Para hablar en lenguaje natural, mejor en grados (no le dices a
nadie por la calle que haga un giro en —z/2 o que corte el pan a
7/6).

* Apréndase las razones trigonométricas mas comunes para ir mas

90° or m/2

=
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5. Forma polar

l. 212, = i1y [cos(6; + 6,) + i sin(6; + 6,)]
2. arg(z12,) = argz; +argz,

1
3. z7l=— [COS(—Q) + isin(—@)], r>0

r

< r . : S s
4. a1 [005(91 — 0,) + isin(0; — g2)] 7y >0 iAqui esté la division de
SR b)

numeros complejos!

Z
5. arg <—1> =argz, —argz,,r, >0
22

Cuestion 3: Demuestre la propiedad |.
Cuestion 4: Demuestre la propiedad 4.

Cuestion 5: Encuentre la relacion entre la propiedad 4 y la
anterior definicion de division.
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6. Forma exponencial

DEF: Formula de Euler

Para cualquier valor real de 6, se cumple:
e = cos +isinf

Donde ¢ es el niumero de Euler.

¢Cual es el nimero de Euler como se obtiene? Repase las series
aritméticas y las series geométricas para entender esta definicion:

1 n
e = lim <1 +—>
n—oo n

El propio Leonhard Euler (siglo XVIII) definié el niumero e como:
“aquel nimero real tal que el valor de la derivada (la pendiente de la
linea tangente) de la funcion f(x) = e* en el punto x = 0 es
exactamente 1.

Universidad
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https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_real
https://es.wikipedia.org/wiki/Derivada

6. Forma exponencial

OBS: Breve explicacion histérica

Leonhard Euler fue alumno de Jakob Bernoulli, miembro de la conocida familia de
cientificos y matematicos. Benoulli estaba estudiando el problema del interés
compuesto, de vital importancia en el calculo de las liquidaciones de los préstamos
y las inversiones...

Enfoquemos brevemente este problema con un ejemplo en niumeros redondos: Se
invierte 1€ en un fondo con un interés anual del 100%. Si este fondo paga los
intereses una vez al afo, se obtendran 2€. Si se pagan los intereses 2 veces al ano,
dividiendo el interés entre 2, la cantidad obtenida es 1€ multiplicado por |,5 dos

veces, es decir 1€ x 1,52 = 2,25€.Si dividimos el afio en 4 periodos, al igual que la
tasa de interés, se obtienen 1€ x 1,25% = 2,4414...€. En pagos mensuales:

1\ 12
I+ — = 2,61303...€
12

En resumen, cada vez que se aumenta el niumero de liquidaciones, se reduce la tasa
de interés del periodo de liquidacion. Llevando el nimero de liquidaciones al

infinito, se obtiene:
1 n
e=1lm|(1+—
n—o00 n
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6. Forma exponencial

A
Im
OBS: La forma exponencial permite trabajar con los nimeros i & = cos ¢ + i sin
complejos con las mismas reglas algebraicas usuales para los niUmeros
reales y e”.
T . ~ s . sz . sin
OBS: Multiplicacion y division en forma exponencial ?
i L
0|cos g 1 Re
7 =re?
1 .
7 l=—er>0
r
A _ " oie-
= =—eO%) r,>0
L N
OBS: Potencias y raices
= rneiné
Zn+1 =z.7"
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/. Potencias y raices

Im4
OBS: Algunas consecuencias interesantes: J e’ =cos p+ising

|. ldentidad de Euler:e’” +1 =0
2. Formula de “de Moivre”: (cos @ + isin@)" = cosn + i sinn6 sin ¢
3. Las potencias z: p

"=1- (reie)n =1 r"em = 1" 0fcos ¢ [ Re

entonces:
r=1
ng =0+2kn,k=0,£1,£2,.

es decir:
r=1
2k 7
0=— paran = 2, las raices son 1
" paran > 3, corresponden a
los vértices de un poligono

de modo que:

z=en" =cos——+isin— k=0,+1,+2,.. re.gl’”ar d_e n lados q,
n n circunscribe en un circulo
son las raices enésimas de la unidad. unidad centrado en el origen
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/. Potencias y raices

OBS: A veces, para simplificar la escritura, se utiliza el simbolo

w, o W,, de modo que: En el analisis de Fourier,
r ; 21k concretamente uno de los
w, =€ algoritmos de la Fast Fourier
Transform (FFT), a este
simbolo se le denomina
Twiddle Factor

Triangulo y hexagono. Las tres
raices cubicas de la unidad
forma un triangulo equilatero.
Y las seis raices sextas de la
unidad forman un hexagono
regular. Notese que el 1
siempre es raiz.
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/. Potencias y raices

El método anterior se utiliza para hallar las raices n-ésimas de
cualquier nimero complejo z, = roeleo. Las raices de la ecuacion:

n_—
< =2

son los numeros:

9 |, 2kn
n n

Cp =4 roei< >,k =0,1,.,n—1

De forma andloga a la raiz unidad, si ¢ es una raiz n-ésimas de
Zo €l conjunto de todas las raices se escribe de la forma:

C, Cw,, ca),%, e cco,’j"1
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8. Regiones del plano complejo

Pizarra
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10.

11.

12.
13.

14.

Numeros complejos Tema 1

. Exprese en forma binémica los nlimeros complejos

(a) 3t

i3
() arim

. Exprese en forma bindémica la raiz

3—4i

. Halle todos los pares de nimeros complejos que tengan igual parte imaginaria, y cuya suma y

cuyo ciente sean imaginarios puros.

. Halle todos los niimeros complejos z tales que:

2B =1

. Encuentre los pares de niimeros complejos cuya suma es —6¢ y su productor es 6 — 8i.

. Encuentre los pares de ntimeros complejos tales que su cociente es imaginario puro, su suma

es 5 y el modulo de uno es el doble que el del otro.

Sabiendo que —i es una rafz del polinomio 23 — (3 —4)z2 + (2 — 3i)z + 2i = 0, halle las raices
de 23 — (3414)2% + (2 + 3i)z + 2i = 0.

. Pruebe la siguiente propiedad del argumento del producto de dos niimeros complejos:

arg(z1 - z2) = argz1 + argzo

. Represente en forma exponencial los nimeros 1 4+4, 1 —¢, =1 44, —1 — 4.

Exprese cos 30 y sin 30 en potencias de cosf y sen 6.

Compruebe la siguiente propiedad: Dados dos niimeros enteros m y n primos entre si y un
nimero complejo cualquiera, se cumple la siguiente relacion:

2= () = (zl/")m

Obtenga las raices: (1 —i)%?

Demuestre que cualquier raiz n-sima de la unidad distinta de wy = 1 cumple la relacién:
Ltwg+wi+..+wp'=0 k=12..,n-1

Calcule todos los ntimeros z € C tales que:

(a) |z =1] = [z =3
(b) |z— 1| =Re(z) +1



Numeros complejos Tema 1

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Para los siguientes conjuntos definidos en el plano complejo:
(a) [arg2| < 3

(b) Re?(z) > 1

Se pide:

(a) Dibujar el conjunto en el plano complejo

(

b) Especificar si es abierto

)

(c) Especificar si es dominio

(d) Especificar si estd acotado
)

e) Describir la frontera del conjunto

)
b) (e*)" = e"* para todo n € N
(c) (e*t™) = e* para todo z € C = w = 2kmi con k =0, +£1,4+2. ..

Compruebe que la funcién f(z) = e* transforma la franja {z =z +iy/z > 0,0 < y < 7} en la
zona del semiplano superior exterior a la circunferencia |w| = 1.

Partiendo de las definiciones de las funciones correspondientes, demostrar las siguientes identi-
dades:

(a) sin?(z) 4+ cos?(z) =1

(b) cos (5 — z) = sin(z)

(c) sin(iz) = isinh(z) cos(iz) = cosh(z)
Calcule:

(a) log(4 — 3i)

(b) log(—4 + 3i)
Calcule:

(a) (=1)

Page 2
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Donde estamos

Tema 0: Presentacion
Tema |: El Cuerpo de los Numeros Complejos
Tema 2: Funciones, continuidad y derivacion
* Un poco mas de topologia
* Funciones complejas de variable compleja
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* Funciones analiticas
* Funciones armonicas
e Transformacion conforme
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|.Un poco mas de topologia

DEF: Cierre de S. Es el conjunto cerrado que consiste de la union de S'y
su frontera.

OBS: Hay conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados:
* Para que un conjunto no sea abierto, debe existir un punto
frontera contenido en el conjunto.

* Para que un conjunto no sea cerrado, debe existir un punto
frontera no contenido en el conjunto.

eg:0<|z| L1

COR: El conjunto de todos los numeros complejos es abierto y cerrado
simultaneamente ya que no tiene puntos frontera.

DEF: Conexo. El conjunto § es abierto si cada par de puntos z; y z,
pueden ser unidos en él mediante un camino poligonal consistente en un
numero finito de intervalos unidos en cadena, con todos sus puntos en S.

DEF: Dominio. S es dominio si es un conjunto abierto y conexo.
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|. Funciones complejas de variable compleja

w es el valor de fen z

S s un dominio de definicién

DEF: Sea S un conjunto de numeros complejos. Una funcion f definida
en S es una regla que asigna a cada z € S un nimero complejo en w, de
modo que:

w = f(2)

DEF: Funcion multievaluada. Regla que asigna mas de un valor al punto 7
en el dominio de definicion.
e.giw = \/E
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|. Funciones complejas de variable compleja

OBS: ;Podemos expresar una funcion f(z) como un par de funciones reales?
veamos algunos ejemplos, a la pitagérica:

| f(2) =2" = f(x) = (x +iy)* = x> —y* +i2xy
de esta forma, f(z) se escribe como f(z) = u(x,y) + iv(x,y), donde u
y v son dos funciones reales, tal que:

u=x2—y>
Vv =2xy
(S o]
2. u(x,y) = yJ e dt
0
(6¢]
v(x,y) = Z y" ;Cuél seré el dominio en el
n=0

ejemplo 27

f2) = yJ e Mdr + iZy”
0 n=0

COR: Sien u(x,y) + iv(x,y), v(x,y) = 0,f(z) es una funcion real
3. f@) =z’
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2.Aplicaciones o Mappings

En estos casos, conviene
considerar el plano z y el
plano w como el mismo plano

Ejemplos: Traslaciones, rotaciones y reflexiones
. w=z+1
2. w=iz

Este es un poco mas
complicado. Este mapping
esta pidiendo que lo expresen
en polares...
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3. Limites y continuidad

DEF: Sea f una funcion compleja de variable compleja definida en un entorno de
Zo» Salvo posiblemente el propio z,

lim f(z) = w,
72

Para cada numero positivo € existe un numero ¢ tal que

| f@)—wyl<eeo0<|z—27)] <6

e.g.: Z

f(z) = i— en el disco abierto |z]| < 1
]

Iim f(z) = —

z—>1f( ) 5

Vamos a ver que relacion existe entre € y 6, por un lado:
i iz i lz—1| Hay que repasar las
f(@) = 51712 T2 T 2 propiedades del modulo

de modo que:
|z —1]

<egparaO<|z—-1| <6 =2
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3. Limites y continuidad

Cuestion I: Obtenga la relacion entre € y 6

lim 2x + iy?) = 4i

7—2i

|
Im—=0
77—

Iim = oo
z—0
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3. Limites y continuidad

Teoremas del limite

Th 1: Suponga que f(z) = u(x,y) +iv(x,y),con zo = Xy + iy, ¥ Conslglst?igrlssd;loﬁgricggn <0

Wy = U + 1V, entonces: propuesto

limf(z) =wysiysolosi  lim u(x,y)=uyy Im v(x,y)=y,
77 (x,y)=(x0,)0) (6, y)—=>(x0-)p)

Th 2: Suponga que lim f(z) = w, y lim F(z) = W, entonces:

Vauddy' Vaudd))
i Estas propiedades son muy
/04 0] =0+ W
=2

. lim [f(2) - F(2)| = wy - W

™2

’ J@)  wy
. lim =
™2 F(Z) WO

,si Wy #0
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3. Limites y continuidad

Props: Propiedades derivadas del teorema 2
Se deduce de la propiedad
limz =z5=> limz" = z5 del producto de limites

Yaudé) Yo dy)
. limc=c :
=27 Todo lo anterior, mas la
. . propiedad de la suma de
. SiP(2)=ay+aiz+...+a,7" entonces lim P(z) = P(z,) e
77

Esta propiedad es interesante
y tiene que ver con la
composicion de funciones

Si lim f(2) = wy = lim [£(2)| = | w|

Vaudd) ™2
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3. Limites y continuidad

DEF: Una funcion f es continua en un punto z; si se cumplen las tres
condiciones:

i. Jlim f(z2)
72
i. o
/(@) La condicion iii da por hecho
ii. 1im f(z) = f(zp) que laiy laii son ciertas...
772

El punto iii es equivalente a:
|f(Z)—f(Zo)| <es |z—z0| <$s
OBS: Extensiones de esta definicion y consecuencias del teorema 2:

* Una funcion es continua en una region R si es continua en cada punto
de R.

+ Si dos funciones son continuas, la suma y el producto de esas funciones
también es continua.

* La composicion de funciones continuas es continua.
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3. Limites y continuidad

Ejemplos:

Los resolvemos en la pizarra

l. f(z) = xy?>+ i(2x — y) es continua en todo C
2. f(z) = ™ +isin(x?* — 2xy?) es continua C
3. Sif(z) = u(x,y)+ iv(x,y) es continua, entonces

\/[u(x,y)]2 + [v(x,y)]2 es continua también
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Analisis de variable compleja
lema 2: Funciones, continuidad y derivacion
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Donde estamos

Tema 0: Presentacion

Tema |: El Cuerpo de los Numeros Complejos

Tema 2: Funciones, continuidad y derivacion

Un poco mas de topologia

Funciones complejas de variable compleja
Aplicaciones

Limites y continuidad

Derivacion

Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Funciones analiticas

Funciones armonicas

Transformacion conforme

Tema 3: Integracion de funciones complejas
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4. Derivacion

DEF: Sea f una funcién cuyo dominio de definicion contenga un entorno de
un punto z,. La derivada de f en z, escrita f'(z;), se define por la ecuacion:

f/(ZO) — lim f(Z) _f(ZO)

=2 < —Z2p

La funcién f se dice que es derivable en z, cuando existe su derivada en z,.

Otra forma de expresar la derivada, muy habitual y dtil, haciendo Az = 7z — z;:

f‘/(Z ) — lim f(ZO + AZ) _f(ZO)
0) =

Az—z, Az
Al considerar esta forma, sustituimos frecuentemente z;, por z, y hacemos

Aw = f(z + Az) — f(z), de modo que:

£0) dw . Aw
= — =lim—
< dz -0 Az

Universidad
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4. Derivacion

El calculo de derivadas es idéntico al habitual en R.

Reglas basicas:

d
. —c=0
dz
d
. d—ZZ=1
d /
. d—Z[Cf(Z)]=Cf(Z)
d n n—1
d—ZZ =nz
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4. Derivacion

El calculo de derivadas es idéntico al habitual en R. Reglas basicas:

d .
- @ +FE| =f@+F@
<
d .
. f(DF )| =f@F () +f(2)'F(z)

d fﬁ)zfﬂ@ﬂd—ﬂﬁpﬁ)
©dz [F(z) F(z)?

« F(2) = g |[f)], F(zo) = &' |f(z0)| f'(z0)

F(@2)#0
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4. Derivacion

Estas reglas seran de vital
importancia cuando Z; sea un

- siF(z)=g [f(z)],entonces: Fl(zp) =g [f(Zo)] f(zo) conjunto de puntos: una curva,
trayectoria...

El calculo de derivadas es idéntico al habitual en R. Composicion:

dW_dew
dz  dw dz

. siw=f(z) y W= g(w), entonces:
Esta es la Regla de la Cadena

de toda la vida...

e.g.
d
_a'z (2z2 +1i )5

w =2z2+iy W= w?>, entonces:

d
—-22+1)° = Swhhe = 20522 + i)'
Z
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5. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Proposicion:

En momentos anteriores, hemos escrito la funcion como:
f@) = ulx,y) +iv(x,y)

La derivada de fen z

f,(z()) — llm f(ZO + AZ) _f(ZO)
Az—0 Az

Sabemos que:
20 = X + lyo
Az = Ax +iAy

Reescribimos la derivada:

Re[fp] = fim |“GotBnlot &) —ubo ) o
0 (BxAn—00) | Ax + iAy | Ya podasgwgrsgor donde va
, [ V(X + Ax, Yy + Ay) — v(Xg,)p) |
Im [f ’(Zo)] = lim 0 0~ - 0°)0
(Ax,Ay)—(0,0) | Ax +iAy
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5. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Proposicion:
7 . . . 2 H
Hacemos los limites en horizontal, haciendo Ay = O: En R~ no es tan sencillo. ..

' : [ u(xg + Ax,yy) — u(xg, V) |
RelfGoly,o = Jim, Ax

, [ v(xg + Ax, yy) — v(xg, Vo) |
ol - o[22 e

Esto es hacer la derivada parcial:

() = - [utx, ) +i v, )]
f(zg = u(x,y ldx v(x,y

(x.y)=(x0,0) (x.y)=(x0,0)

Habitualmente se utiliza una notacion mas compacta:

1'(z2g) = u(xg, yo) + iv, (X0, Vo)
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5. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Proposicion:

Hacemos los limites en vertical, haciendo Ax = 0:

. [ M(x ’ + A ) - l/l(x ’ )_
Re [f'(zp)], _, = lim 0Yo ° i 0 Yo Cuidado con la i dividiendo
= Ay—0 | 1Ay |

_ o+ Ay) — , )
Im [f/(z())] Ax=0 = lim V(xo Y0 z) V(xo yO)
X= Ay—0 | LAY

Analogamente:
J'(zg) = vy(xg, Yo) — tu,(xg, o)

Que puede escribirse como:

fzg)=—1 luy(xo, Yo) + ivy(xXg, Yo)
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5. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Proposicion:

Igualando las dos formulaciones de f'(z), obtenemos las

Ecuaciones de Cauchy-Riemann Unas ecuaciones
fundamentales en
u(Xo, Yo) = V(o5 ¥o) INGENIERIA y otras

disciplinas cientificas
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5. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Th: Suponga que

f(@) = ulx,y) +iv(x,y)
y que

3f'(zy) en zo = xy + 1Y)

entonces = El reciproco no es cierto

Las derivadas parciales u,(xq, ), V,(Xg, Yo), U,(Xo, Yo), Vy(Xo, ¥p) tienen que
existir y tienen que satisfacer las

Ecuaciones de Cauchy-Riemann
ux(x()a )’()) - vy(x()’ y())

uy(-x()a )’0) - - vx(-x07 yO)
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5. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

e.g.: f(z) = 72 = x> — y* + i2xy
u,=2x,v, =12y
u, = —2y,v,=2x
cumple Cauchy-Riemann
e.g:f(@) = [z|° = x7+)?
u,=2x,u,=2y
v =0y,=0

No se satisfacen las ec. de Cauchy-Riemann a menos que x =y =0

Las condiciones de Cauchy-Rieamann (C-R) en z, no bastan para Pero hay teoremas. ..
. muchos teoremas
asegurar la derivada en ese punto
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5. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Th: Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) y ademas
i. Definida en un entorno de radio ¢ de un punto z, = x, + iY),.

ii. Existen u ., u , V) Y son continuas en un radio €.

y Vx
iii. Satisfacen C-R.

Entonces = El reciproco no es cierto

EXISTE f'(z,) en (x> o)

egsef(zn)=e* (cosy + isiny)
u,=e*cosy,v, =e'siny
u,=—e'siny,v, =e*cosy
Son continuas y satisfacen C-R en todo C

F@) = ux,y) +iv(x,y) = e (cosy +isiny) Y ademas f(z) = f(2)
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5. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Condiciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares

Si zy # 0, a veces conviene usar coordenadas polares

X =rcos6f
y =rsinf
Condiciones de C-R en polares:
1
Mr = —Vg
r
1
—Uyg=—V,
r
Th: Sea f(2) = u(r,0) + iv(r,0) y ademas: Atencion a como estéa definida

la funcion
i. Definida en un entorno de radio ¢ de un punto

2o = 1y (cos Oy + i sin ), distinto de 0.
ii. Existen u,,uy,v,, v,y son continuas.

iii. Satisfacen la forma polar de C-R.

Entonces = EXISTE f'(z,) en (ry, 6p) El reciproco no es cierto
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5. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

e.g.:
1 1
J@=—=—
z re
cos @ —sin @
u(r,0) = (r,0) =
r r

Se cumple C-R (compruébelo)

F@) = 0 <_cos€ L 31119) 1

2 72 72

¢y qué sucede en z=0? En el préximo episodio...
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@ Algebra vectorial



Escalares y vectores

@ Magnitudes electromagnéticas:

> Escalares: nidmero (+ unidades )
* Vop =4V, qg=-16-10719C, ...

» Vectores: médulo + direccién + sentido (+ unidades)
* E—O4qu/m F = 91924 N, .

47reo 2

Campo

Distribucién espacial de una magnitud (escalar o vectorial), que puede ser o no
funcion del tiempo

o Vap(w,y,2t) = xy +ytzV

o E(r,0,¢) = 520307, V/m

e ey o G



Nociones basicas de algebra vectorial

Médulo: || =
Direccién y sentido: 4, =

de tal forma que

o En coordenadas cartesianas, d = a, i, + ayiy + a1,

» Médulo: |d@| = /a2 + a2 + a?

@ _ apigtayiyta.is

a A /a% +a%+a%

|= 8

@ Sea el vector @ {

Bl

» Direccion y sentido: i, =

e TEMA 1. INTRODUCCION 5/ 47



Suma y resta de vectores

@ Sean los vectores @ = gty + ayily + aU; y b = bytly + byty + b1,

@ Suma de vectores:

e TEMA 1. INTRODUCCION 6/ 47



Producto escalar

@ Sean los vectores @ = ay Uy + ayly + a,i, y b = bytly + bytly + b, U,

é’-g:|&’\|g|cost9ab:az-bw—i—ay-by—l—az-bz

o El resultado es un NUMEROQ!!!

-

» Representa la proyeccién de un vector (b) sobre
una direccién (@). Ej: b -ty = by

» Si @ L b, entonces By =7/2 — a@-b=0

» Conmutativa: @-b=150-d

Distributiva: @- (b+¢&) =@ -b+a-¢c

IS
v
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Producto vectorial

@ Sean los vectores @ = ay iy + ayly + a.il, Y b = bytly + bytly + b, U,

axb=

@||b] sin Oap iy,

o El resultado es un VECTOR!!!

» Médulo: |@ x b| = |@]||b|| sin Oas|
» Direccién: perpendicular al plano formado por @
yb

» Sentido: regla del sacacorchos
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Producto vectorial

@ Sean los vectores @ = agtiy + ayly + ayi, y b = by, + byt + b, U,

@ En coordenadas cartesianas el producto escalar puede calcularse a partir del
determinante:

L
Uy Uy U,
Gy G

by b, b,

= (ayb, — bya,)iy + (agh, — bya,)ty + (azby, — byay)i,

QL
X
Sy
I
s
8

@ Propiedades:
» Anticonmutativa: @ x b = —b X @.
» Distributiva: @ X (b+¢&) =@ X b+d X ¢
» axa=0.
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Sistemas de coordenadas

Dependiendo de la geometria del problema a resolver se utilizard uno de los
siguientes sistemas de coordenadas:

o Coordenadas cartesianas: (z,y, 2)

e Coordenadas cilindricas: (p, ¢, 2)

o Coordenadas esféricas: (7,0, ¢)

e TEMA 1. INTRODUCCION 11/ 47



Coordenadas cartesianas

|
am

@ Un punto P estd determinado por la
interseccién de tres planos perpendiculares:

| S E=a T = x1 = cte
I uy _ _

1

1

1

P P(xl ylz)

y =y = cte
z = z1 = cte

e Coordenadas: P, = P(x1,y1,21)

@ Un vector A puede representarse como:
A=A, + A, + A,
= Ay + Ay, + A,

12 / 47




Coordenadas cartesianas

o Diferencial de longitud: desplazamientos diferenciales en cada una de las
direcciones

P(z,y,z) = P(z +dz,y + dy, z + dz)

z P(x+dx,y+dy,z+dz)

P(x,, - -
22 4t tgl{:dzﬁz o P(a;y,z) — P(x—l—dwy,z) :>dl-1’ = dl'ﬁm

o P(x,y,z) = P(x,y +dy,z) = dl; = dyii,

di, = dxii,

dl,, = dyi,

e P(x,y,z) = P(z,y,z+dz) = dl, = dzii,
/0 y

Al = dl, + dl, + dl, = dzi, + dyi, + dzi.

13 / 47



Coordenadas cartesianas

o Diferencial de superficie: los desplazamientos generan distintas superficies
diferenciales, que pueden caracterizarse como:

dS, = dxdyi,
z | dy o z = cte. : dS, = dydzii,
% __dfy:d"dﬂy e y =cte.: dgy = dxdzi,
& ,/_ @ z =cte.: dgz = dxdyil,
dS, = dydzii,
/0 > dS = dydzi, + dzdzi, + drdyi,
X

@ Diferencial de volumen: los movimientos infinitesimales definen un volumen

infinitesimal
dv = dxdydz

Notese que dv es un escalar
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Coordenadas cilindricas

@ Un punto P estd determinado por la
interseccién de tres superficies:

p=p1=cte, (0<p<o0)
¢ =¢1 =cte, (0<¢<2m)

z=2z =cte, (—00<z< )

o Coordenadas: P, = P(p1, ¢1,21)

o Un vector A puede representarse en coordenadas cilindricas como:
A=A, + A, + A,
= Aptl, + Agtiy + AU,
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Coordenadas cilindricas

o Diferencial de longitud: desplazamientos diferenciales en cada una de las
direcciones

P(p,¢,z) = P(p+dp, ¢ + do, z + dz)

z
P(p+dp,p+d@,z+dz)
R e
P(p,¢,2) [ ai, o di, = dpii,
| o dl,, = pd¢il, (arco de circunferencial)
° dl; = dzi,
P e, g
5 .
% d¢

dl = dl,, + diy + dI, = dpii, + pddi, + d=i,
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Coordenadas cilindricas

o Diferencial de superficie: ds = pdedzi, + dpdztiy + pdpddi,

dS, = pdpdg i,
dS, = dpdz, 5
\"/. TYER e p=cte. : dS, = pddzii,
dp ﬂpdqﬁ dS, = pdgdzi, e ¢ =cte.: dSy = dpdzi

o z =cte.: dS, = pdpddii,

P

o Diferencial de volumen: | dv = pdpdpdz
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Relacidn coordenadas cartesianas-cilindricas

»Y
T ¢ P U
HU
y g,
Uy
\
X
Coordenadas Vectores unitarios
@ & =pcoso, y=pseno, z = z. Uy @y | d.
U, | cos¢ |sing | 0O
° p:\/;v2+y2,¢>:arctan(§’—ﬂ), Uy | —sing | cos¢ | O
z=z. i 0 0 1
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Coordenadas esféricas

@ Un punto P estd determinado por la
interseccién de tres superficies:

r=ry=cte, (0<r<o0)
=06, =cte, (0<0<m)
¢ =¢1 =cte, (0<¢<2m)

—~

o Coordenadas: P; = P(r1,01,¢1)

o Un vector A puede representarse en coordenadas esféricas como:
A=A, + Ay + 4,

= A i, + Aglly + A¢1_[¢
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Coordenadas esféricas

A
A
dry

rdf

#{]9

o Diferencial de linea:

p X P

pdo = rsen 0dp

dl = dr - @, +rdf - @y + rsen 0d¢ - i,

o Diferencial de superficie:

dS = r?sen 0dOd¢ - iy + rsenOdrde - o + rdrdf - iy
—_———

r=cte. O=cte. ¢p=cte.

e Diferencial de volumen: | dv = 72 sen 8drdfd¢
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Relacidn coordenadas cartesianas-cilindricas-esféricas

o Cilindricas-esféricas

A U Ty

1z >p
z=1rcost
p=rsend
=9

o Cilindricas-cartesianas

Y ¢
T = pcos¢
y = psen¢
2=z

x = rsenfcos ¢
y = rsen 6 sen ¢

z=1rcost
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Relacién vectores unitarios

Z —
A Uz Uy
9
0 ul)
Ug
z
0
P >p
»Y
x [ ¢ p Ug
f
Uy
Y N
Up

<%

cilindricas-esféricas

U, | Ug e
i, | sinf | 0 cos
g | cosf | O | —sinf
Ugp 0 1 0
cartesianas-esféricas
ﬁx 'L_[y ﬁz
U, | sinfcos¢ | sinfsing | cosf
iy | cosfcosep | cosfsing | —sinf
Ug —sin ¢ cos ¢ 0
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© Campos escalares y vectoriales



Campo escalar

@ Se define campo escalar U como una funcién escalar que asocia a cada
punto del espacio 7 un escalar:

U:RP >R

U(r,0,¢)

Notacién: U = U(F) = U(x,y,z) = U(p, ¢, 2)

@ Puede ser o no funcién del tiempo: U(7,t)

Ejemplos:
» T(z,y,z), temperatura en el aula.
> A(z,y) : altitud geogréfica.
» V(z,y, z) : potencial eléctrico.

Representacién: superficies equiescalares tales que U(7) = cte.
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Representacion campo escalar

U(z,y,z) = cte




Campo vectorial

Se define campo vectorial A como una funcién vectorial que asocia a cada
punto del espacio 7 un vector:

P :R> > R®

o Notacién: A = /_1'(77') = /T(:c,y, z) = Alp, 9, 2) = f_l'(r, 0,9)

Puede ser o no funcién del tiempo: A(7, )

Ejemplos:
> A(z,y, 2) = xyily — YUy + x2i.
» Campo gravitatorio terrestre
» Campos eléctrico y magnético

Representacién: lineas de campo
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Representaciéon campo vectorial

& = A
Campo de velocidades Campo magnético
Vi(z,y,2) B(z,y)
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@ Cilculo integral



Integral de linea

@ de un campo escalar U a lo largo de una curva C

z
Uu=U(
(@) P,

a, € P

Pi ! _ z - —
/ Udl = A%ni 0; U,Al, =k

P;

Pr e
i, / A-di= lim > A, Al =k
a P; Aly,—0 n—1
e circulacién: §, A-dl
y - - . -
@ dl siempre positivo. Sentido en limites de
x integracién
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Ejemplo

Calcule la circulacién de F = z?i,, — zyid, — y*i, a lo largo del camino de la
figura
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Integral de superficie

@ de un campo escalar U en la superficie S

U®F)
s‘ //S Uds = A}q‘iio; U,AS,
/0 y

@ de un campo vectorial A en la superficie S se denomina flujo

ds -

A (I)Z//SA'dS
N
/0

z

@ Flujo mide la fuerza de un campo

y @ Convenio: ds sentido hacia fuera de una

4 superficie cerrada (encierra un volumen)
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Ejemplo

Calcule, por integracién directa:
@ El area lateral de un cilindro de radio R y altura L
@ El drea de una esfera de radio R




Integral de volumen

@ de un campo escalar U en un volumen V'

///‘/Udv— })ggOZU Av,

@ de un campo vectorial A en un volumen V

/// A.-dv= lim
% Av,—0

> Integral poco habitual
» El resultado es un vector
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Ejemplo

Calcule, por integracion directa, el volumen de:
@ Un cilindro de radio R y altura L
@ Una esfera de radio R
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© Operadores espaciales



Operadores espaciales

Operador nabla (coord. cartesianas)
0 0

0
V = iy + ~—iiy + —ils

ox dy 0z

@ Gradiente: VU — vector
@ Divergencia: V- A — escalar
© Rotacional: Vv x A — vector
© Laplaciano:
» Campo escalar: V2U =V - VU
2%u | 9%U

* H L0 U o U
En cartesianas: oz2 T EPE +

82U
822

» Campo vectorial: V2A = V(V - A) = V x (V x A)
* En cartesianas: (V2A,, V2A,, V2A,)
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Operador nabla

o Coordenadas cartesianas

V = ﬁ" + 2 7 + 2 T
ax“’” 8yuy (9zuz
@ Coordenadas cilindricas
veYa 11041 %%
S op " poo L P

@ Coordenadas esféricas

G0l 1 0.
_8rur r80u9 rsinﬂ&bud}
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Gradiente

Definicion matemadtica, en cartesianas

ou_, oU_, 0U,
VU = %Uw aF 8—yuy I Euz

@ Intuicién: maxima derivada direccional en el punto considerado
» Direccién: en la que U crece mas rapidamente.

> Médulo: representa el ritmo de variacién de U en la direccién de dicho vector

gradiente

@ En otra direccién dl_: la tasa de variacién de U es: |dU = VU - di’
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Gradiente

o Coordenadas cartesianas

ou
oy

6_U
0z

— —

@ Coordenadas cilindricas

8U L1 8U 8U

@ Coordenadas esféricas

SR RUEY. R
T T 90" T rsend 8¢u¢
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Ejemplo

Calcule el gradiente de los siguientes campos escalares:
Q@ V =e ?sin2xcosy
Q U = p*2cos2¢
Q@ W = 10rsin®f cos ¢




Divergencia

Definicion matematica

@ Intuicién: fuentes y/o sumideros de un campo.

> V-14:1‘_>0—>fuente
» V-A <0 — sumidero

—

» V.A =0 — campo solenoidoal: lineas de campo cerradas

A S N

J
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Divergencia

@ Coordenadas cartesianas

@ Coordenadas esféricas

»  10(r?4,) 1 O(sinfAy) 1 044
V‘A_T_Q aor +rsin9 00 +Tsin0 0

Teorema de la divergencia

fj.dgz/(v-ﬁ)dv
S v
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Ejemplo
Sea el campo =
G = 10e™**(pii, + i)

Determine el flujo de G en la superficie del cilindro de radio R =1, y de altura
0 < z < 1. Confirme el resultado utilizando el teorema de la divergencia
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Rotacional

Definicion matematica

. A-dl
VxA:(h’m Ir )ﬂn

ASS0  AS

@ Intuicién: tendencia de un campo a inducir
rotaciones alrededor de un punto

@ Propiedades:

-,

» V- (VxA)=0.
» Vx VU =0.

e ey YT



Rotacional

@ Coordenadas cartesianas

ox Jy 0z
Ay A, A,
@ Coordenadas cilindricas
NV
A, pAy A,
@ Coordenadas esféricas
1 u, Tup Tsenbuy
T f) ) )
VXA= g | o W
A, 1Ag rsenfAy
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Rotacional

Teorema de Stokes
fﬁ'-df:/(vX/T)-dﬁ
C S

@ Clasificacién de los campos vectoriales

» Un campo vectorial A se dice solenoidal si V- A = 0.
» Un campo vectorial A se dice irrotacional si V x A = 0.

e ey BIG



| — | o -
. N
—= .l gy \*\ n N
hale 74X Lty s
Lo S
—= SN N, oo

(a) (b) © )

Check your understanding
Las anteriores figuras muestran las lineas de un campo A. Identifique cual de las
siguiente situaciones se corresponden con las anteriores figuras:

OV A=0VxA+£0

QV-A=0,VxA=0

Q@ V-A#£0,VxA#0

QV A+£0, VxA=0

e TEMA 1. INTRODUCCION 47 /47



Grado en Ingenieria Aeroespacial en Vehiculos Aeroespaciales
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Carga eléctrica

@ Fendmenos electromagnéticos «— presencia de cargas o cargas en mvto.
o Carga eléctrica: ¢

(). (=)

Unidades: [C] = [A - ]

Cuantizada: Q =+N-e,con NeNye =16-10"1°C
Ley de conservacion de la carga

v

vvyy
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Densidad de carga

@ A nivel macroscépico consideramos la carga una magnitud continua que

depende de la posicién — campo escalar

o Esta carga puede distribuirse en un volumen

5

7

@ en una superficie

@ o en un filamento

{l
/b/

_dg

pv_dv

|

C

ms3

|

—d[C
ps_ds m?2
_dg [C
PU=01 |m

—>q:/pvdv
v

—>q=/psds

s

—>q=/pldl
L
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Ley de Coulomb

@ Si se tiene un conjunto de cargas eléctricas ) _, ¢; y se coloca una pequeiia
carga de prueba inmdvil ¢ en esa regién — aparece sobre ella una fuerza F'

~

-
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Campo eléctrico E

o Focqg= £ es invariante (sélo depende >, ¢;) y representa una propiedad
local del espacio.
- F N V

E Ty |:_ - _:|

q C m

@ Propiedades
» E o F — misma direccién y sentido

» E = E (), es un campo vectorial
» Cargas Y ¢; son las fuentes del campo

Zqi — E <—— q
@

(FUENTE) (campO) (FUERZA)

7/37



—

Densidad de corriente J

@ Mvto. cargas eléctricas — corriente eléctrica
@ Si p, se mueve a U(7,t) (carga libre), se define la densidad de corriente
> A
J()=p, 0 |—
(") = pu [m2

@ Medios que contienen carga libre:

> metales (conduccién de los e™)
» semiconductores (e~ libres y huecos)
> sales en solucién (electrolitos: iones + y —)

Densidad de corriente .J

Es una medida, en el entorno de un punto P, de la cantidad de carga eléctrica que
atraviesa en una unidad de tiempo, la superficie normal a ¥
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Intensidad de corriente eléctrica

@ Dada una superficie S, a través de la cudl existe movimiento de cargas, el
flujo de J a través de S se denomina intensidad de corriente eléctrica

i:/sf.dg [A]

@ Magnitud escalar

@ Representa la cantidad de carga positiva que atraviesa una superficie dada
por unidad de tiempo

;- dd
Tdt

e D, I Cames o ey, | T



Conductores

@ En funcién de las propiedades de conduccién los materiales pueden
clasificarse en:
» conductores: disponen de e~ libres que pueden moverse con facilidad ante la
aplicacién de un campo eléctrico externo
» aislantes o dieléctricos: no disponen de e~ libres.

@ Si se aplica un Ee, sobre un material con e~ libres —+ F' — @

- = dv - L, € E
F=md=qlet = m— =€ Fex = U= 76Xtt
dt m

la velocidad de los e~ aumenta linealmente con el tiempo, y por tanto

también la corriente!l
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Ley de Ohm

@ Realmente, los e~ chocan con la red cristalina de los conductores:

| 3

>

El material se calienta
velocidad de arrastre ¥4, constate y cuya magnitud es < Fezt

@ Ley de Ohm

J=oFE

donde [o] = [S/m] se denomina conductividad
» conductores tipicos: ocy = 5.8 - 107 S/m, opg =6.1- 107 S/m

v

v

v

aislantes tipicos: Tagua = 1072 S/M, Giierra himeda = 1073 S/m
conductor perfecto: 0 = ©
aislante perfecto: 0 =0

e D, I Cames o ey, | W



Dieléctricos

@ No disponen de e~ libres.
@ Formado por dtomos eléctricamente neutros a nivel microscépico

@ Tipos

moléculas no polares  moléculas polares (Ej: H20)
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Vector polarizacién

@ Ante la presencia de un campo eléctrico externo F

B
@

\
[omm e

el

\

/
/

’

7

______________________________

\

» Dipolos inducidos @@ — momento dipolar p;

» Vector de polarizacién

3 2o i
P=1 L
A’lljgo Av

|

13 /37



Desplazamiento eléctrico

@ Efecto del campo eléctrico externo en el dieléctrico

B—cBsP [E}

m2

1

donde | g =
36T

-107?F/m | es la permitividad en el vacio

@ Si el medio dieléctrico es lineal® e isétropo®> — P « E
P = xceoF

donde x. es la susceptibilidad eléctrica
@ De esta forma

— — —

D =¢E+ P =¢kE + XEEOE =eo(1+ Xe)E = coe, B = ¢E

Le £ f(|E])
2¢ # f(LE)
S Tema 2. Leyes Generales del Campo EM e



Permitividad relativa

o [D=cE]

° es la permitividad absoluta

> ¢ es permitividad relativa o constante dieléctrica (caracteriza un dieléctrico)

> e > 1
» Adimensional!
| Material | e | Rigidez dieléctrica® [V/m] |
Aire (vacio) 1 3-10°
Teflon 2.1 —
Caucho, goma | 3.1 21-10°
Madera 4 6-10°
Vidrio 7 30 - 106
Agua de mar 81 —

3Valor maximo de campo eléctrico que es capaz de soportar el material sin que produzca una

descarga eléctrica en su interior




Dieléctricos, resumen

o D :egﬁ+ﬁ:eﬁ
e En el vacio (aire): ¢, =1, P =0, D = ¢ E

@ En otro medio dieléctrico: ¢, > 1, P #0

Desplazamiento eléctrico D

Depende (inicamente de la carga libre p, y es independiente del medio fisico en
que se manifiesta el campo
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Corriente de desplazamiento

@ Variacién del desplazamiento eléctrico con respecto al tiempo

. 9D A
Jd—a[}

m?2

@ Término fundamental introducido por Maxwell para verificar el principio de
conservacion de la carga

@ Unidades de densidad de corriente, pero no hay desplazamiento de carga libre!
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Summing up

e p, (fuente) — E (campo) — F (manifestacién fisica)

@ Conductores: mvto. de carga libre

>E'—>1Td—>f<—>i:

@ Dieléctricos: polarizacién de la materia

»E—+ P D=cE+P=|D=cE
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Induccién magnética B

@ Se define para explicar fuerzas entre corrientes eléctricas

e Corriente eléctrica i (fuente) — induccién magnética B [T]

@ FzA. SOBRE PARTICULA CARGADA:

F L
-\-j-, » 'x B
3 » F=q(@x B)
@ FZA. SOBRE ELEMENTO DE CORRIENTE: idl
T:' l, > En el elemento dfhay una carga dq que se
Il- mueve a velocidad ¥: dF = dq(¥ X B)
> En el hilo dg & = idt 4 = idl’

» Por tanto dFF = i(dl x B) — F = I i(dl'x B)

X &
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Propiedades magnéticas de la materia
o Atomo = niicleo (estético) + e~ (orbitan alrededor del nicleo 4+ mvto. spin)

@ — particula cargada en mvto. — corriente eléctrica — campo magnético

w=L3

L

o Cada dtomo puede modelarse como un momento magnético: ni; = iSu,

@ En estado neutro, orientacion de los momentos magnéticos es aleatoria, y por
tanto el campo magnético total resultante es nulo (véase siguiente
transparencia)
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Imanacidén o imantacidon de un material

—_— -

DESPUES

@ En presencia de un campo magnético externo B los momentos magnéticos se
alinean con él
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Imanacidén o imantacidon de un material

—_— -

DESPUES

@ En presencia de un campo magnético externo B los momentos magnéticos se
alinean con él

@ Se dice entonces que el material se magnetiza (imanacién o imantacién)

@ El proceso de imanacion queda reflejado a través del vector de

magnetizacion
- ]

AUHO Av m

e D, I Cames o ey | T
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Campo magnético H

@ Se define como

— —

A= N B+

5|

donde | p1p = 47 - 107" H/m | es la permeabilidad en el vacio

@ Si el medio dieléctrico es lineal e isétropo — M o« H

— —

M = xmH

donde x,, es la susceptibilidad magnética
@ De esta forma

B = po(1+ xm)H = pop, H = pH

22 /37



Permeabilidad relativa

o |B=uH

° es la permeabilidad absoluta

> u, es permeabilidad relativa (caracteriza los materiales magnéticos)
» Adimensionall!

@ Materiales magnéticos:
» Diamagnéticos: pur =~ 1 < 1 (Ej: pr = 0.99). Silicio, cobre.
» Paramagnéticos: pr = 1 > 1 (Ej: pr = 1.01). Platino, aluminio.
» Ferromagnéticos pr > 1 (Ej: p» &~ 100, 1000, ...).

* Medios no lineales — u(ﬁ) — Histéresis
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Summing up

o J (fuente) — B (campo) — F' (manifestacién fisica)

° Magnetlzauon de la materia
> Bext — M — BTotaI == NO(H+M)

e En el vacio (espacio libre) M =0 — B = pgH

Campo magnético H

Esta relacionado (inicamente con J y es independiente del medio fisico en que
se manifiesta el campo

W Tema 2. Leyes Generales del Campo EM 24 /37



Indice

© Ley de conservacién de la carga



Ley de conservacion de la carga

@ La carga eléctrica ni se crea ni se destruye

@ Demostracion: sea un volumen V delimitado por una superficie cerrada S que
contiene una carga p,.

@ Hipdtesis: si sale una corriente de V' a través de S, la carga dentro de V' ha
de disminuir
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Ley de conservacion de la carga

Corriente saliente

i:%fdg
S

q:/ podv
\%4

Carga en el interior

@ Disminucién de g con el tiempo

dg  d

i L d
at — ar ), "

Igualando:
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Ley de conservacion de la carga

@ Si aplicamos el Tma. de la divergencia

7 8p'u
/V<VJ)dU—— Vﬁd’l}

@ Y dado que esta igualdad ha de cumplirse para cualquier volumen V, se tiene

Ipy

VoI =m

ecuacion de continuidad
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Corrientes estacionarias

@ Se cumple que 85’; =0=V-J=0
@ Son las corrientes suministradas por pilas o baterias (alimentacién en
circuitos eléctricos)

@ Aplicando el Tma. de la divergencia
/(v-f)dv:ff.dgzo
v s

@ La ecuacién anterior puede expresarse como
E Zj =0
J

Ley de Kirchhoff

ycomoizfsf-ds?
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El campo electromagnético

Campo eléctrico [V/m]
Desplazamiento eléctrico  [C/m?]
Induccién magnética [T)

[

Campo magnético A/m]

sV

o Si E y B existen en un punto P del espacio, pueden detectarse colocando
una carga ¢ que viaja a velocidad v en dicho punto

Fr=F.+F, =q(E+7xB)

fuerzas de Lorentz
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Postulados fundamentales del electromagnetismo

Ecuaciones de Maxwell

OB
eVXE——W
@V -B=0




Resolver un problema electromagnético

o Dadas las reglas anteriores, el objetivo es calcular
{E,D,B,H,J,py}
en todos los puntos del espacio

@ Sdlo tres de ecuaciones son independientes: Ec. (1), (2) y (4)

@ Son necesarias tres ecuaciones adicionales®:

J=0F — CONDUCTORES
D =¢F — DIELECTRICOS
B=pH — MAGNETICOS

ecuaciones constitutivas

4Para medios lineales, homogéneos, e isétropos

N e Y, B e e ), | VT



Conductores y dieléctricos

@ Sea un material (conductor o dieléctrico) sobre el que se coloca una
distribucién p,(t =0) = po

@ Nos preguntamos cémo evoluciona p,(t)

e Sip,(t) — J, que ha de cumplir conjuntamente

J =0k . op, o
v.J =2 };‘V-(UE)——& = oV E= -

@ Y teniendo en cuenta que D=¢E yV. D= Do

D\ _ dp |0 p
”V'(—>— o T

€
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Conductores y dieléctricos

@ La solucidn a la ecuacién diferencial es

e

@ Material conductor

» Conductor perfecto: 0 =00 = 7 =0

» Buen perfecto: oo, = 5.8-107S/m, e = €9 = 7 = 1.52-107 s
@ Material dieléctrico

» Dieléctrico perfecto: 0 =0 =7 =00
» Buen dieléctrico: omica = 1071° S/m, e, =6 = 7 = 53052s = 14.7 horas

e D, I Cames o ey, | YT



Conductores

@ Tiempo de relajacién 7 muy pequefio

@ En un tiempo muy breve, pg se distribuye haciendo que p, =0

+ Te

t=0 Jc7:>?,

@ Interpretacion fisica: campo eléctrico empuja a las cargas a la superficie

—

@ Conclusién: en el interior de un conductor | Egjectroststico = 0
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Dieléctricos

@ Tiempo de relajacién 7 muy grande
@ Al colocar una (distribucién de) carga po en un dieléctrico, ésta permanece

@ En un dieléctrico la conductividad es baja, y por tanto un campo eléctrico no
puede mover las cargas.

e D, I Cames o ey, | YT
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Ley de Gauss

e Si partimos de V- D = p/, e integramos
sobre volumen arbitrario V'

/V-ﬁdv:/p;dv
v v

@ y aplicamos el Tma. de la Divergencia
?{ D-ds= % Py dv = Qlipre
S \%4

f 5 ~ds = Qlibre
S

Ley de Gauss

W Tema 2. Leyes Generales del Campo EM 5/32



Ley de Gauss

Utilidad
Célculo del campo eléctrico cuando:
@ Distribuciones de carga con simetrias espaciales

@ Se conoce a priori la forma de las lineas de E y su evolucién con la distancia

W

Ejemplos
Utilizando la Ley de Gauss, calcule el campo eléctrico E creado por las siguientes
distribuciones de carga, situadas en el vacio:

@ Una carga puntual @

@ Una distribucién esférica de carga de radio ry de densidad volumétrica p,
constante

@ Una carga lineal de longitud infinita y densidad p;
@ Una superficie plana infinita de densidad constante p,

e D, I e o ey | TE



Campo magnético solenoidal

@ Campo magnético es solenoidal — lineas de campo cerradas.
@ No existen monopolos magnéticos

@ Flujo magnético ® sobre una superficie cerrada es nulo

@:/é-dg’
S
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Ley de Ampere-Maxwell

e Ecuacién: V x H = J + 03_1?
e Si 9D/t = 0 (magnetostatica) — Ley de Ampere
VxH=J

@ En forma integral

(Vxﬁ)-d§’:/f.d§

S S

y utilizando el Tma. de Stokes

fﬁ-di:/fdg:[
c s

%‘ I—_j : df: Tenc
e}

resulta en

W Tema 2. Leyes Generales del Campo EM 8/32



Aplicacién de la Ley de Ampere

fﬁ-di:lenc
C

@ Sentido de integracidn: regla de la mano
derecha

@ Situaciones de simetria, en donde |H|
sea cte. a lo largo del contorno C

e D, I Cames o ey, | )



Aplicacién de la Ley de Ampere

Ejemplo 1

Sean dos corrientes I; = I e I = I que tienen los sentidos marcados en la figura.

Calcule la circulacién de H a lo largo de cada una de las curvas representadas en
la figura.
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Aplicacién de la Ley de Ampere

Ejemplo 2

Calcule el campo magnético H y el campo de induccién magnética B creado por
un hilo recto de longitud infinita que transporta una corriente [

Ejemplo 3

Calcule el campo magnético H y el campo de induccién magnética B en todo
punto del espacio, creado por un hilo conductor recto de longitud infinita y radio
a conduce una corriente continua Iy que estd distribuida uniformemente a través
de su seccidn recta.
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Aplicacién de la Ley de Ampere

Ejemplo 4

Calcule el campo magnético H y el campo de induccién magnética B en todo
punto del espacio, creado por un hilo conductor recto de longitud infinita y radio
a que conduce una corriente continua distribuida en su seccién recta de forma no

uniforme segiin la expresion J(p) = Jo (£) .
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Aplicacién de la Ley de Ampere

Ejemplo 5

Calcule el campo magnético H y el campo de induccién magnética B en todo
punto del espacio, creado por un cable coaxial recto de longitud infinita cuyo eje
longitudinal se sitia sobre el eje z. El conductor interno tiene radio a y conduce
una corriente continua Iy que estd distribuida uniformemente a través de su
seccién recta y que circula en sentido . El conductor externo (b < p < ¢),
conduce una corriente continua Iy que estd distribuida uniformemente a través de
su seccidn recta y que circula en sentido —,.
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Aplicacién de la Ley de Ampere
Ejemplo 6

Calcule el campo magnético H en todos los puntos del espacio, creado por un
plano infinito situado en z = 0 que conduce una corriente superficial

s = kotl m, con ko = cte.
Js = kotly A ko t

Ejemplo 7

Calcule el campo magnético H en todos los puntos del espacio, creado por un
solenoide de longitud infinita, por el que circula una corriente I, con una
densidad de n espiras por unidad de longitud

5

o]
L

Gy P

----- HAXXXXXXXXXRRKK XKoo
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Aplicacién de la Ley de Ampere

Ejemplo 8

Calcule el campo magnético H en el interior de una bobina toroidal compuesta
por N espiras cada una de las cuales transporta una corriente 1




Ley de Faraday

@ Electrodindmica:

. 0B
F=_2=
V x 5
@ Electrostatica: .
VxE=0

@ En electrostatica se cumple! que
VxE=0=E=-VV

donde V' es un campo escalar denominado potencial eléctrico
e Unidades: [V] =V (voltios)

IRecuerde la identidad vectorial V x VU =0
N o5 [ o ox Ganerales del Campo EM YD



Interpretacidn del potencial eléctrico

@ Supongamos que tenemos una carga ¢’ y a distancia r colocamos otra carga ¢

s ©

7
x =
A\J‘lo.
q'l
@ Para colocar esa carga hemos tenido que realizar un trabajo (con una fuerza
F') para vencer la fuerza eléctrica F, esto es

W:/ ﬁ.dr:_/ fe-df:—q/ Bodl

o0

donde hemos asumido que el punto de partida es un lugar lejano (r = c0)
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Interpretacidn del potencial eléctrico

@ Se denomina potenial eléctrico a

V(r):%:—/ E-dl

oo

esto es, al trabajo por unidad de carga para transportar una carga desde co
a la posicién r

e Unidades: [V]=J/C=V

e D, I Cames o ey, | Y



Diferencia de potencial

@ Supongamos ahora que en el seno de un campo eléctrico E quiero desplazar
una carga q desde el punto A hasta el punto B

& —=

———

i = A

@ De la definicién de potencial

» Como B estd mas cerca de
q = V(B)>V(A)

B_; —
——/ E-d

o Calculamos la diferencia

V(B)—V(A):—/OOE dl +/A Cdl =

oo

B
/ d-l—/Ed
[e%S) A
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Diferencia de potencial

V(B)—V(A):VAB:—/ABE-df

@ Vap: A punto inicial, B punto final

e Si Vap > 0 — trabajo realizado por agente externo (por )

e Si Vyp < 0 — trabajo realizado por E (F.)

e V,p puede interpretarse como V(B) con referencia en A, por tanto

V(r):—/rﬁ-df

o

puede entenderse como el potencial en r con referencia en oo, donde
V(o) =0

No existen potenciales absolutos, sino diferencias de potencial! J
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Diferencia de potencial

Ejemplo

coordenadas

Calcule el potencial a distancia r de una carga ¢ situada en el origen de




Relacién potencial y campo eléctrico

o La integral
B — —
Vap = —/ E-dl
A
es independiente de la trayectoria, sélo depende de los puntos inicial y final
» Vap=V(B)—-V(A) - voyde Aa B
» Va=V(A)—V(B) > voyde Ba A

@ Si realizo el camino A — B — A, entonces

Vap+VBa=Vap—Vap=0= fﬁ-di:o
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Relacién potencial y campo eléctrico

@ Por el Tma. de Stokes, el resultado anterior es equivalente a

fﬁ-df:O:>VxE:o:>E:—vv

Se dice entonces que el campo (electroststico) es conservativo

@ El campo eléctrico se dirige desde las superficies de mayor potencial a las de
menos potencial

e D, I Cames o ey, | Y



Ley de Faraday

OB

P=_22
V x 5

@ Ahora el campo eléctrico no es conservativo

@ En forma integral, y aplicando el Tma. de Stokes, resulta

5 o B
j{ E.-dl=- 8— -d§
donde S es la superficie (abierta) definida por el contorno C (cerrado)
cualquiera.

@ Normalmente C es el contorno que define el circuito (material conductor):
espira.

o El término de la izquierda se denomina fuerza electromotriz (f.e.m.)
inducida

a:]fﬁ.dﬁ [V]
C
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f.e.m. inducida

@ Tiene unidades de voltaje
@ Puede interpretarse como la fuerza por unidad de carga cedida por un campo
no electrostatico, es decir, como un generador eléctrico.

@ Operando

£=— a—B.dg:—2 é-d;:-i B.ds
s Ot ot Jg dt /s

dd € X Cfi—?
£=——
dt € o 4rea espira

Ley de induccion de Lenz-Faraday

25 / 32



Indice

© Condiciones de contorno



Condiciones de contorno

@ Relaciones entre los campos electromagnéticos en la superficie de
discontinuidad entre dos medios

> Medio 1: (1, 11, 01) (€2, p2, 02)

=N

» Medio 2: (€2, p2,02) (€1, i1, 1)
y )

@ Descomponemos el campo en componentes normales y tangenciales con
respecto a la frontera de separacién (siempre conocemos iy, )

EZEL+E|‘ Zﬁn+ﬁt

Todo lo que no sea normal es tangencial:
Q FE, =(E -ty,) t,
@ E\=E—-E,

e 2, I e o ey | T



Componentes normales

Up Do
) AS ' (62, 42, 0-2) e Partimos de
1 vAw — 0 % D-ds=Q
s

/1 (61,M1,01)
D,/ -,

@ como Aw — 0, sélo integramos la tapa superior e inferior,
Dy - iinAS + Dy - (—iinAS) = psAS

@ Resultando en

@+ (D2 = D1) = ps
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Componentes normales

@ Teniendo en cuenta que

entonces

Uy, - (GQEQ - 6151) = Ps

@ De manera andloga, partiendo de fsé -ds =0, se llega a

ﬁn ' (EZ - El) =0|= Bn,2 = Bn,l

U - (Mzﬁz — ,u1ﬁ1) =0
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Componentes tangenciales

>
Al (€2, 2, 02)

2 — ¢ B}
L. . D

1 . Aw =0 ?fH-dl:/J-dﬂ/a—.dg
c s s Ot

/ (€1, p1,01)
H,

@ Se puede demostrar que (véase pagina 62)

@y % (ﬁ2 - ﬁl) = J, [A/m]

ﬁn X (EQ — El) =0|= Et,l = Et,2

e D, I Cames o ey, | Y



Frontera entre conductor y dieléctrico

@ Asumimos medio 1 (conductor) y medio 2 (dieléctrico)

e En un conductor el campo interior es cero (E; = 0 = Dy = 0), y toda la
carga esta en la superficie:

o (Ba D) 5B s [P
ﬁnX(E_'Q—E_'l):OéanE’QZOé
o (.- ) 0= [Fra= B

ﬁnx(ﬁz—ﬁ1>:<ﬁ

A tener en cuenta

@ En un conductor D es normal a su superficie

@ Si no me dicen nada, asumimos que ps = 0y que J, = 0. Normalmente estas
magnitudes son distintas de cero en la superficie de los conductores

e D, I e o ey, | W



Frontera entre dieléctricos y/o materiales magnéticos

@ Asumimos medio 1 (dieléctrico/magnético) y medio 2 (dieléctrico/magnético)

6o (51— ) =0~ [Pz
o (B B) =0- [Fm i
ﬁn-(§2—§1)=0:
o (11 ) =0 [0
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Fenémenos electromagnéticos

@ Campos estaticos

> Electrostatica
» Magnetostdtica

@ Campos variables: cos (wt) — f — A
» Cuasiestacionarios: variacién lenta
* Teoria de circuitos
* parametros concentrados: V, I
» Variacion rapida
* Qnd_gs electromagnéticas
*x E f
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Divisiones del electromagnetismo

o Campos estaticos:

Electrostatica

V-ﬁ:pv
VxE=0

Magnetostatica

v -
V x

Tt
Il
o, ©

@ Campos variables:

Campo cuasiestacionario

V. [j:p'u
q OB
E=-——"—
v x ot
V-B=0
VxH=J

Campo electromagnético
V-D= Pov
. 9B
E=-=2
V x 5
V.B=
. . aD
H=J+=
V X + ot
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Electrostatica

@ Postulados de la electrostatica

v'ﬁzpv
VxE=0=E=-VV

junto con ﬁ:eﬁyﬁ:qﬁ

6/39



Conductores en electrostatica

osz:E:O

° ps #0
° ComoE:—VVyE:O, entonces VV =0 =V = cte.

» Conductor = superficie equipotencial

_J\ » Conductor a potencial Vy = carga @ depositada
en superfice (ps # 0)

» Si conectamos dos conductores igualamos su
potencial

fs*" > Si ponemos a tierra un conductor su potencial
se hace cero.

o E L superficie del conductor
» E = BE,ii,
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Apantallamiento eléctrico

Ejemplo 1

Sea una esfera conductora maciza de radio a, rodeada por otra metdlica y hueca,
concéntrica con la anterior de radio interior b y radio exterior ¢. Se aplica una

tensién de V; voltios a la esfera interior, siendo la permitividad de todas las zonas
€o. Calcule:

© El campo eléctrico y el potencial eléctrico en todos los puntos del espacio, en
funcién de la carga @ depositada por la bateria en la esfera interior

@ Valor de
© Se conecta ahora la esfera hueca exterior a tierra, permaneciendo la interior

en Vj voltios. Determine la nueva carga Q' que adquirird la esfera interior, asi
como el campo y el potencial eléctrico en todos los puntos del espacio.

W
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Apantallamiento eléctrico

Ejemplo 1

Sea una esfera conductora maciza de radio a, rodeada por otra metdlica y hueca,
concéntrica con la anterior de radio interior b y radio exterior ¢. Se aplica una
tensién de V; voltios a la esfera interior, siendo la permitividad de todas las zonas
€o. Calcule:

© El campo eléctrico y el potencial eléctrico en todos los puntos del espacio, en
funcién de la carga @ depositada por la bateria en la esfera interior

@ Valor de

© Se conecta ahora la esfera hueca exterior a tierra, permaneciendo la interior
en Vj voltios. Determine la nueva carga Q' que adquirird la esfera interior, asi
como el campo y el potencial eléctrico en todos los puntos del espacio.

v

Jaula de Faraday

Una envoltura cerrada conductora (puede ser una rejilla), divide el espacio en dos
regiones independientes (interior y exterior), de tal forma que el interior no se ve
afectado por campos externos.
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Condensador

@ Dispositivo que almacena energia del campo eléctrico
@ Estad formado por:
» Dos conductores (perfectos)
» Situados en un medio dieléctrico (¢)
» Sometidos a una diferencia de potencial

V=V =AV

@ Funcionamiento:

@ Se aplica d.d.p (con bateria o pila) V

© Separacién de cargas: un conductor +@Q y y otro —@Q en la superficie de los
mismos.

© Campo eléctrico (L a los conductores). Sentido desde +Q a —Q

Capacidad de un condensador

Q §$D-ds F

C=2=I—"—
Vo [PE.d
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Condensador de placas plano-paralelas

Ejemplo 2

Calcule la capacidad de un condensador plano formado por dos placas metalicas
paralelas de superficie S y separadas una distancia d. El espacio entre placas
contiene un dieléctrico de permitividad €. Nota: las dimensiones de las placas son
muy superiores a la separacién d, de tal forma que puede considerar el campo

uniforme dentro del condensador. Igualmente puede despreciar el efecto de los
bordes

@ Solucién: C = e% F
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Condensador esférico

Ejemplo 3

Calcule la capacidad de un condensador formado por dos esferas conductoras
huecas de radios a y b con un dieléctrico intermedio de conductividad e

@ Solucién: C' = %F

B e T W
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Fendmenos eléctricos en presencia de corrientes
estacionarias

@ ;Qué es una corriente estacionaria?

» Definicién: V - J =0, esto es corriente continua o de variacién lenta.
> Se cumple que J=0coE

e ;Cémo generamos corrientes estacionarias? fuerza electromotriz (f.e.m.)

@ Dichas fuentes allmentan un circuito eléctrico, de tal forma que dentro del
circuito se cumple que J=0E

@ La relacién entre la d.d.p (V) y la corriente (1) en un circuito eléctrico,
permite caracterizarlo a través de la resistencia eléctrica

@ Los fenémenos magnéticos asociados a las corrientes estacionarias generadas
se analizardn en la seccién de magnetostatica

B e T Y



Fuerza electromotriz (f.e.m.)

@ Fuentes eléctricas que surgen de la conversidn de energia no eléctrica en
eléctrica:
» Baterias
» Células fotovoltaicas
» generadores eléctricos

@ Generan un campo no conservativo E, que produce una acumulacién de
cargas positivas en el dnodo (+), y de cargas negativas en el catodo (—)

> Eg sélo existe dentro de la bateria

» Las cargas acumuladas generan un
campo conservativo E. (tanto dentro
como fuera de la baterfa)
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Fuerza electromotriz (f.e.m.)

@ Si integramos a lo largo de un camino cerrado (el circuito eléctrico) el campo
total existente

=

=E,+ E.
se tiene que

0 (conservativo)

—

e dl = Vg

I
Q\a
S
a

=
I
|
c\g
el

@ Esto es, entre los terminales a y b tenemos una d.d.p (unidades de voltaje)

e Esta d.d.p no es fruto del campo eléctrico E, (conservativo), sino de una
f.e.m, que denotamos por

g:]{];.df:vab
C
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Resistencia eléctrica

@ Si aplicamos una d.d.p (bateria o pila) sobre un medio conductor, generamos
un campo eléctrico E/ que actlia sobre las carga libres desplazdndolas (por
medio de la fuerza eléctrica)

@ Aparecera por tanto una densidad de corriente J=cE

@ Y una intensidad de corriente

1=/f~d§:a/ﬁ~d§

@ Teniendo en cuenta que

Resistencia eléctrica

B e T Y



Resistencia de un conductor cilindrico
Ejemplo 3
Calcule la resistencia eléctrica de un conductor cilindrico de conductividad o,

seccién transversal S y longitud L

1L

@ Solucién: R=1L = pL Q) donde p = 1/c es la resistividad el material
5 Pgs P

L
F_’——-!
R
- L N\W—
T 4|7V v =

Ley de Ohm

Por tanto, si a la bateria (¢) conecto un conductor con resistencia R

B e T T
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Magnetostdtica

@ Postulados de la magnetostatica

sof]
Il

V- 0

VxH=1J
junto con B = pH, F = q(7 x B) y dF = i(d'x B)

@ J es una corriente estacionaria

B e T Y



Inductancia e inductores

@ Inductancia: propiedad geométrica de los circuitos eléctricos recorridos por
una corriente
> Similar a la capacidad: carga depositada en conductor es proporcional a la
d.d.p. aplicada

@ Supdngase dos circuitos Cy y Co, recorridos por unas corrientes 7 e I
respectivamente

@ [ crea un campo Bj que atraviesa C

@ EI flujo en C3 creado por B; se puede calcular
como

/ @2’1 = El dgz
o .

Dado que Bix I = by x Ih
e— Do = Loty

donde L2 es la inductancia mutua, con
[L]=H

* Nota: si C2 tiene N2 espiras, el flujo total
seria \11271 = N2<I>2,1

B e T VS



Autoinductancia

@ La definicién de inductancia puede aplicarse al mismo circuito (asumiendo
que tiene N espiras)

Ui =N®1 = N1/ B, -ds,
S1

@ lgualmente ¥, ; o< 1, y a esa constante de proporcionalidad

la denominamos autoinductancia, con [L] = H

B e T S



i Por qué interesa la inductancia?

@ Fendmeno de induccién electromagnética: campos variables (next section)

> Aparece una f.e.m inducida ¢ ante variaciones en el flujo magnético (Ley de
Lenz-Faraday)

@ Inductor: circuito o parte de un circuito que presenta la propiedad de
inductancia: solenoides, torodides, cable coaxial, etc.

@ Un inductor almacena energia magnética

B e T VS



Indice

@ Campos electromagnéticos variables



Campos electromagnéticos variables

@ Dos escenarios:

@ Campos cuasiestacionarios: Ley de Lenz-Faraday
@ Campos variables: corriente de desplazamiento
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Campo cuasiestacionario

@ Postulados

V'Z_j:pv
- 0B
VxE=—-—
8 ot
V-B=0
VxH=J
junto con D = €¢E, B = puH, fzaEyfzq(vXE—f—Ej

B e T Y



Revisiting Ley de Lenz-Faraday

, oB AW dd
E = —— = —-—= — _
VX o " "w - Na

@ Suponga un circuito (solenoide) con N espiras recorrido por una corriente
variable en el tiempo i(t)

(&
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Inductor

@ i(t) crea un campo B(t) en el interior del solenoide
@ B(t) crea un flujo en el propio solenoide ¥ (t) = N®(t) tal que
U(t) = Li(t)

@ Flujo variable ¥(¢) induce una corriente que crea un campo que se opone
B(t)

@ Se genera una f.e.m. inducida®

°T % - Ldil(tt)
@ En una bobina se cumple:
w L
e R = o(t) = Ld;(tt)

INota: ya se ha tenido en cuenta el signo de la corriente

B M N e ey S



Campos variables

@ Postulados

V'Z_j:pv
. OB
E=-""
V x T
V-B=0
. oD
H= -
V x J + N

junto con D = €¢E, B = uH, fzaE,yﬁzq(ﬁXé—i—E)

B e T VS



Corriente de desplazamiento

-~ - 3D
VxH=J+—
ot
@ Uno de los grandes descubrimientos de la fisica
@ Campos D(t) — H(t) (incluso sin J 11)
@ FE y H son inseparables
@ Formulada por Maxwell para resolver inconsistencia de la Ley de Ampére en
un condensador — Ley de Ampeére-Maxwell
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Corriente de desplazamiento en un condensador

Un condensador de placas plano-paralelas de drea S y separacién d presenta una
d.d.p. v(t) entre sus extremos. Calcule la corriente de desplazamiento y la relacién
v(t) e i(t). El medio entre las placas tiene una permitividad e

81D
ot

@ De la transparencia anterior: I = I, donde Iy = Jy- S, con Jg =

@ En un condensador se cumple que

(1) () _edu(t)
E—7:>D—€E—€7:>Jd—g dt

@ Y por tanto

Sdo(t) Cdv(t)

la=Ja-5=eq=57 =0,
@ Desde el punto de vista general
W c
w1 - i) = W
T() dt
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Las ecuaciones de Maxwell estan acopladas

@ Desacoplar ecuaciones de Maxwell

VXVXﬁ:VX<j+%—f>:a(VxE)+e<an—E>

ot
oH 02H
A vl B G oy

- - - 0 .
o Teniendo en cuenta que V x V x H = V(V~H) — V2H

- ) 2 H
2 — —_—
V°H —ou 5 €L 92

@ Para el campo eléctrico, procediendo de la misma forma

=0

- O0E  O’E 0
ot Mo T
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Ecuacién de onda

@ Los campos electromagnéticos (variables en el tiempo), cumplen la ecuacién:

- o O?H
*H—op— — =
v o 5 ) 92 0
= OE  O°E
2 — _— —_—
V°E —ou 5 T BT 0

@ ;Qué es una onda? Una funcién del espacio y del tiempo u(z,t) que satisface:

Pu 1 0%u 0
022 w2 otz
la denominada ecuacion de onda, donde v es la velocidad de propagacion

de la onda
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Ondas electromagnéticas

@ En el vacio: e =€y, = pp y 0 = 0, se tiene

- O’E
V?E — E/LW = (0 = |el campo EM es una onda
o Comparando con la ecuacién de onda, se puede identificar que v? = ﬁ y
por tanto
! 3-10°m/
v = =c¢p=3- m/s
vV Eoro
@ jjjLa velocidad de propagacién de una onda EM depende de dos constantes
estaticas!!!

En el vacio, las ondas EM viajan a la velocidad de la luz < la luz es una onda EM.J
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Solucién a la ecuacidén de onda

@ La solucién general a
Pu 1 0%u
922 2 o2
es la superposicién de una perturbacién que se desplaza en el sentido +z y
otra perturbacién que se desplaza en sentido —z

Q u(z,t) = A(vt — 2) + B(vt + 2)
@ u(z,t) = Acos (B(vt — 2)) + Bcos (B(vt + 2))
e U(Z,t) = Aejﬁ(vt_z) +B€jB(vt+Z)

donde A, By 3 son constantes (reales)

Compruebe que las soluciones anteriores cumplen la ecuacién de onda J
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Soluciones estacionarias

@ Nos interesan soluciones estacionarias (arménicas, o sinusoidales): coswt

> No requieren condiciones iniciales
» Cualquier solucién puede escribirse como combinacién lineal de sinusoides
(anélisis de Fourier).

@ Las soluciones del campo EM seran de la forma (asumiendo variacién en z)

E(z,t) = Egcos (wt — 8z) V/m
H(z,t) = Hycos (wt — fz) A/m

w .
donde | 3 = —rad/m | se conoce como niumero de onda o constante de
v

fase
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Ondas estacionarias

@ La onda estacionaria u(z,t) = Acos (wt — §z) varia periédicamente en el
espacio y en el tiempo.
2

3n
B

» Periodo de repeticién temporal (movie): T =
> Periodo de repeticién espacial: (picture): A =

@ Las ondas estacionarias permiten trabajar de forma sencilla en el plano
complejo

u(z,t) = Acos (wt — 3z) =R {Aej(wt—ﬁz)} _

=R {Ae‘jﬁz ej‘“t} = %{Uej‘“t}
—

U

donde U € C se denomina fasor
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Ecuaciones de Maxwell en el plano complejo

@ De esta forma, el campo EM se puede expresar como
E(7t) =R {E(F) : ej“’t}

@ Si sustituimos la expresién anterior en, por ejemplo, la ecuacién de Faraday

V x B = _38_§ —~ V¥ x %{E(f’) .ejwt} _ _8% {I@(:;)j . ejwt}
@ Operando ) |
%{V > IE(F) . ejwt} _ —,SR/{ 0 (B(f;t. e’ ) }

7) - 0eI®t

(V X IE(F)) edWt = _B 5 = —jwB(7) - eIt
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Ecuaciones de Maxwell en el plano complejo

e Simplificando
o Se llega a . .
VX E=—jwB
las derivadas temporales se convierten en productos jw

@ Siguiendo la misma metodologia, las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse

como
V-@:pv
Vx]}_f:—]wﬁ
V-B=0
V x H =]+ juD
juntoconﬁzelﬁ,@:u]ﬁlyj:o]ﬁ

B e T VS



Espectro EM

@ Utilizando fasores en la ecuacién de onda se llega a
V2E + E (wzue - jwa,u) =0

V’H + H (w2,ue — jwau) =0
@ La ecuacidn anterior, para un medio determinado (e, i1, o), sélo depende de w

@ La solucién del campo EM variable en el tiempo fenémenos
electromagnéticos, depende de w

> Los fendmenos EM se ordenan de acuerdo a w — espectro EM.
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